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Using methods of statistical thermodynamics, adsorption isotherms for the description of differ-
ent-sized molecules are discussed by assuming the adsorbing surface to be energetically homoge-
neous and by neglecting lateral interaction forces between the adsorbed particles. In this case, besides
the temperature and the partial pressures, the adsorption process is mainly influenced by a geomet-
rical interaction between the coadsorbed molecules which is modeled by a special parameter. Its
value can be determined by geometrical considerations as well as by computer simulations.

1. Einleitung

Adsorptionsprozesse sind Gegenstand einer um-
fangreichen Literatur. Allerdings behandelt der iiber-
wiegende Teil der Arbeiten die unterschiedlichen Ein-
flisse, die bei der Adsorption eines reinen Gases an
einer Feststoffoberfliche eine Rolle spielen konnen. In
der Praxis hat man es aber bevorzugt mit der Koad-
sorption unterschiedlicher Teilchensorten zu tun. Es
iberrascht daher nicht, daB die Frage ein besonderes
Gewicht erhélt, wie aus der Kenntnis des Adsorp-
tionsverhaltens der reinen Komponenten auf ihre
Koadsorption an einem gegebenen Adsorptiv zu
schlieBen ist. Einer der bekanntesten Losungsansitze
ist der von Markham und Benton [1], bei dem die
Langmuir-Beziehung
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erweitert wird. An diesem Vorschlag wird ein Problem
besonders deutlich, das auch die zahlreichen anderen
Ansitze zur Herleitung von Adsorptionsisothermen
zur Beschreibung der Koadsorption durchweg aus-
klammern (s. z. B. Scholl et al. [2]). Die Brauchbarkeit
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von (2) setzt ndmlich stillschweigend voraus, daB der
Platzbedarf der an der Koadsorption beteiligten Kom-
ponenten praktisch gleich ist. Da diese Voraussetzung
nur selten erfiillt ist, konnte man zunichst versuchen,
das oben genannte Modell fiir die Anwendung zu ret-
ten, indem man anstelle von (2) die Beziehung
=n§°%, i=1, .00t 3)
1+ X b;p;
j=1

verwendet und b; und n{® als Parameter der reinen
Gaskomponente i ansieht. In einem solchen Fall
konnte man zudem einem Vorschlag von Avnir et al.
[3] folgen, die auf der Grundlage der fraktalen Geome-
trie die Beziehung
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herleiten, nach der die Monoschichtkapazitit des Ad-
sorptivs fiir die Molekiilsorte / aus dem bekannten
Wert fiir die Molekiilsorte k zu ermitteln ist, wenn die
Molekiildurchmesser r; bekannt sind und die fraktale
Dimension D des Feststoffs ermittelt wurde.

Da die Anwendung der fraktalen Geometrie zur
Beschreibung von Adsorptionsprozessen erfahrungs-
gemilB wenig iiberzeugende Resultate liefern kann
(s. z.B. [4, 5]) und die Ausdehnung des Langmuir-
Konzeptes auf die Beschreibung der Koadsorption
unterschiedlich groBer Teilchen grundsétzliche Schwie-
rigkeiten bereitet, wird man eine erfolgreiche Be-
schreibung des Einflusses der MolekiilgroBe auf Ad-
sorptionsprozesse mit einem neuen Konzept suchen.
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Hierbei wird man der Natur der Problemstellung fol-
gend auf die statistische Thermodynamik zuriickgrei-
fen missen, die eine Verbindung schafft zwischen der
Interpretation physikalisch-chemischer Vorgiange auf
molekularer Ebene und der makroskopischen Beob-
achtung.

Die Grundgleichung der statistischen Thermodyna-
mik, angewendet auf Adsorptionsprozesse,

F(LN{N})=—kTZ(T,N.{N}) (5

verkniipft die freie Helmholtz-Energie F eines Ad-
sorptionssystems, bestehend aus N Adsorptionsplét-
zen und N; adsorbierten Teilchen der verschiedenen
Sorten j, bei der Temperatur T mit dessen kanonischer
Zustandssumme Z. Die kanonische Zustandssumme
setzt sich zusammen aus der Konfigurationszustands-
summe des Systems, Zy, und den molekularen Zu-
standssummen der isolierten Adteilchen aller n Sor-
teni, Z;:
n
Z=2Zy I12Z" (6)
i=1
Definiert man als Grundzustand eines Molekiils der
Sorte i seinen energetisch niedrigsten Zustand in un-
endlicher Entfernung von der Adsorbensoberfléche,
dann kann man fiir die molekulare Zustandssumme
eines isolierten Molekiils in der adsorbierten Phase Z;
auch schreiben
Z;=Zexp L

kT’ @

wobei ¢; die Energie zum Entfernen eines im Zustand
niedrigster Energie befindlichen Molekiils aus der ad-
sorbierten Schicht ist, wihrend Zi® die Zustands-
summe fiir die inneren Freiheitsgrade, wie Vibrations-
freiheitsgrade, zusammenfaBt.

Die Kenntnis der kanonischen Zustandssumme des
Adsorptionssystems erlaubt durch die Gleichung

0lnZ
ON; T,N,Njzi ON; T,N,Njz;

die Berechnung des chemischen Potentials der Adsor-
batphase. Setzt man voraus, daB3 das mit der Adsorp-
tionsschicht in Kontakt befindliche Gas als ideales
Gas zu behandeln ist, dann ist das chemische Poten-
tial der Komponente i in der Gasphase gegeben durch

@ =pl +kTlnp, O

so daB die Gleichgewichtsbeziehung

e = u (10)
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dann die Herleitung von Adsorptionsisothermen ge-
stattet, wenn es gelingt, einen Ausdruck fir die Konfi-
gurationszustandssumme des Adsorptionssystems zu
finden.

2. CS-Modell fiir die Koadsorption
unterschiedlich groBer Teilchen

Ubliche Adsorptionsmodelle, wie etwa das Lang-
muir-Modell oder das BET-Modell, definieren auf der
Adsorbensoberfliche feste Adsorptionspldtze derart,
daB jedes Adteilchen genau einen Adsorptionsplatz
besetzt [6]. DaBl man bei der Modellierung der Koad-
sorption unterschiedlich groBer Teilchen an dieser
Konzeption nicht festhalten kann, ist leicht einzuse-
hen. Die Zulassung beliebiger GroBenverhaltnisse der
adsorbierten Teilchen erfordert vielmehr die Auffas-
sung der Adsorbensoberfldche als eine kontinuierliche
Oberfliche. Da das nachfolgend beschriebene Ad-
sorptionsmodell von einer kontinuierlichen Oberfla-
che ausgeht, wird es als Continuous Surface Modell
(CS-Modell) bezeichnet [7].

Wie bei dem Langmuir-Modell, definiert man aber
auch in diesem Modell zunichst feste Adsorptions-
plitze, die in einem regelmiBigen Gitter mit der Koor-
dinationszahl z angeordnet sein sollen. Alle N Pldtze
in diesem Gitter seien voneinander unabhdngig und in
ihrem Verhalten beziiglich der Adsorption eines gege-
benen Molekiils vollig gleich. Um den unterschiedli-
chen MolekiilgroBen der Adteilchen gerecht zu wer-
den, sollen die Adsorptionsplétze jedoch sehr klein im
Vergleich mit den Adteilchen sein, so daB ein Adteil-
chen der Sorte i eine groBe Anzahl, r;, Platze auf der
Oberfliche bedeckt. Man kann sich daher die adsor-
bierten Teilchen der Sorte i formal in r; Segmente
unterteilt denken, wobei jedes Segment genau einen
Platz besetzen soll. Die Anzahl von Segmenten r; einer
Sorte i ist somit ein MaB fiir den Platzbedarf seiner
Teilchen auf der Oberfliche des Adsorbens.

Setzt man voraus, dal3 energetische Wechselwirkun-
gen zwischen den absorbierten Teilchen zu vernach-
lassigen sind, dann ist die Konfigurationszustands-
summe Zy des Adsorptionssystems gegeben durch die
Anzahl von Moglichkeiten, die aus N Gitterpldtzen
bestehende Adsorbensoberfliche mit den N; Teilchen
der Sorten j zu bedecken. Die Ermittlung der Konfigu-
rationszustandssumme sollte also durch statistische
Uberlegungen méglich sein.
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Die Anzahl von Moglichkeiten y;,, die fiir die Pla-
zierung des ersten Segments eines Molekiils der Sorte
i auf der Oberfliche mit insgesamt N Gitterpldtzen
bestehen, wenn bereits N; Teilchen der verschiedenen
Sorten j auf dem Gitter befestigt sind, ist gegeben
durch die Anzahl N, der freien Plitze:

Xit (N,Ny,...,N)=Ny=N— 3 r;N;. (11)
j=1

J

Die Anzahl der Moglichkeiten, das zweite sowie alle
weiteren Segmente desselben Molekiils dem ersten
hinzuzufiigen, wird jedoch dadurch beeinfluB3t, daB die
schon auf dem Gitter befindlichen Segmente nicht jede
beliebige Konfiguration annehmen konnen, sondern
nur solche, die mit den Anzahlen und geometrischen
Formen der durch diese Segmente konstituierten Teil-
chen der verschiedenen Sorten j vereinbar sind. Diese
Einschrankung wirkt sich dahingehend aus, daB nicht
jeder der durch Segmente besetzten Gitterplatze liber-
haupt den fiir die Plazierung des k-ten Segments die-
ses Molekiils bendtigten Gitterplatz blockieren kann,
da andernfalls verbotene Konfigurationen mit Mehr-
fachbelegungen von Gitterpldtzen resultieren wiirden.
Besonders dann, wenn die Adteilchen formal in sehr
viele Segmente unterteilt sind, wenn also die r-Werte
sehr groB sind, ist der Anteil solcher Segmente, die
einen benoétigten Gitterplatz zu blockieren in der Lage
sind, recht klein. Die Anzahl von Segmenten eines
Molekiils der Sorte j, die einen fiir die Plazierung des
k-ten Segments eines Molekiils der Sorte i benéGtigten
Gitterplatz blockieren konnen, soll mit 4;; (k) bezeich-
net werden. Ersetzt man nun ndherungsweise die von
k abhéngigen Werte 4;;(k) durch Mittelwerte ;; mit

A

ij=

% 24,00, (1)

r;=— 1 k
dann sind diese 4;;-Werte nur noch abhéngig von den
geometrischen Formen der Teilchen beider Sorten i
und j und stellen damit Charakteristika fiir die geo-
metrische Wechselwirkung zwischen adsorbierten Teil-
chen beider Sorten dar.

Die im Mittel anzutreffende Wahrscheinlichkeit
%ix (N, Ny, ..., N,), daB ein fiir die Plazierung des k-ten
Segments eines Molekiils der Sorte i benoétigter Git-
terplatz verfiigbar ist, kann formuliert werden als

_ freie Plitze
" mogliche Nachbarplitze

X2(N, Ny, ..., N,) (13)
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und damit
N—YrN—k+1
=1
Xie(N; Ny, oo N = . - >
N—3 (rj—i)N—k+1
j=1
k=23,....r.. (14)
Die Anzahl von Méglichkeiten v;(N, N, ..., N,), um

das gesamte Molekiil auf das Gitter zu bringen, kann
man schreiben als
0:(2) i

No I'T 2 (N, Ny, ..
0;(2) k=2

v;(N,N,,...,N,) = ., N,), (15)
wobei g;(z) die Anzahl aller méglichen Konstellatio-
nen eines Teilchens der Sorte i auf einem vollkommen
freien Gitter bei gegebener Position des ersten Seg-
ments angibt, wihrend o,(z) die Anzahl identischer
Konfigurationen mit anderen Startpositionen bertick-
sichtigt. g; (z) und o, (2) sind ihrer Definition nach stoff-
spezifische GroBen, die von der Koordinationszahl z
des Gitters, nicht aber von den Teilchenzahlen N; in
der adsorbierten Monoschicht abhéngen.

Nach Einsetzen von (14) in (15) erhilt man

,N)= Qi(z)<N__ i "ij>

(N,N,,...
v By a@\

 N— X rN—k+1
‘11 J=t

i
k=2

- (16)
N— 3 (r—A)N—k+1
j=1

Diese Voriiberlegungen sollen nun dazu dienen, die
Anzahl der Moglichkeiten zu berechnen, um alle m
adsorbierten Teilchen der n verschiedenen Sorten ei-
nes gegebenen Adsorptionszustands,
m= 3 N, (17)
i=1
auf das Gitter zu bringen.

Die Schwierigkeit bei der Berechnung dieser Mog-
lichkeiten besteht darin, daB fiir die Bestimmung der
Anzahl von Moglichkeiten, ein bestimmtes Molekiil
auf das Gitter zu bringen, der gegenwartige Zustand
(N,N,, ..., N,) des Adsorptionssystems eigentlich be-
kannt sein miiBte, wie ein Blick auf (16) leicht besta-
tigt. Dieses Problem kann aber geschickt umgangen
werden, indem man sich den sukzessiven Aufbau der
Monoschicht mit Hilfe eines Urnen-Modells vor Au-
gen fithrt. Man geht von einem gegebenen Adsorp-
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tionszustand (N, Ny, ..., N,) aus, fiir den die Konfigu-
rationszustandssumme Zy zu bestimmen ist, entfernt
in Gedanken alle m adsorbierten Molekiile und befor-
dert sie in eine Urne. Nun baut man die Monoschicht
schrittweise wieder auf, indem man nacheinander je-
weils ein beliebiges Teilchen aus der Urne zieht und
auf das Gitter bringt. Wenn man jedes gezogene Teil-
chen mit einer Nummer [ versieht, so dal3 diese Num-
mer jenes Teilchen kennzeichnet, das in der Reihen-
folge als [-tes Teilchen auf das Gitter gebracht wurde,
dann sind die Adteilchen fortan unterscheidbar, selbst
wenn sie ein und der selben Sorte j angehoren.

Mit Hilfe dieser Vorstellung ist es nun moglich, die
Anzahl von Moglichkeiten v,, die fiir die Adsorption
des Molekiils mit der Nummer [ auf dem mit [ —1
Molekiilen vorbelegten Gitter zur Verfiigung stehen,
anzugeben:

R, 1-1
W=%§H@—2Rﬁkﬂ>
0,(2) k=1 =1
R; -1 =1
H(N Z(R — A, — k+1> . (18)
k=2
In dieser Gleichung steht R, fiir die Anzahl von Seg-
menten des Molekiils mit der Nummer [. Gleichung
(18) erlaubt es jetzt, die Anzahl von Mdglichkeiten v
zu berechnen, die fiir die Rekonstruktion der ge-
samten Monoschicht mit allen m unterscheidbaren
Teilchen bestehen:
v=T1v,.
=1

(19)

Die gesuchte Konfigurationszustandssumme der Mo-
noschicht ergibt sich schlieBlich aus dem Wert von v,
wenn man berticksichtigt, daB3 die adsorbierten Teil-
chen einer Sorte in Wirklichkeit ununterscheidbar
sind, nach der Gleichung

v

Zy=—
I1N;!
ji=1

(20)

Durch Ausrechnung der Produktterme in (18) und
(19) erhélt man fiir die Konfigurationszustandssumme
ndherungsweise den Ausdruck [8]

<N— i r;— Z_)Nj>!
(N— Z": erj>!

Zy =
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mN A-1
!
> (’j—x)Nj
j=1
mN
—ml!
)T (rj—}'_)lvj
" 0i(2) = rj_Z)Nj b
, 21
,I=]1<a (z)N‘(Z m &l
wobei man £ als Mittelwert aller 4, -Werte mit
- & = NNi
A= _Z ; (22)

definiert hat.

Durch Anwendung von (6) bis (10) ergeben sich
nach Vereinfachung der Fakultdten mit Hilfe der Stir-
ling-Formel und Ausfithrung der Differentiation die
Adsorptionsisothermen

ri—1

z Z _0 Gk/jk

j=1k=17;
.<1 20>Z'
= J=1j

) 9 . N.
b, = :(2) Z exn i) 0, = Tely
a:(2) kT N

Nun nimmt man an, dal3 die Anzahl der Segmente r;,
in die ein adsorbiertes Teilchen der Sorte i formal
unterteilt ist, unendlich gro3e Werte annimmt, wobei
aber das Verhiltnis der r;-Werte zweier verschiedener
Sorten j konstant bleiben soll. Diese Annahme bedeu-
tet, daB3 die adsorbierten Teilchen in beliebig kleinen
Schritten auf der Adsorbensoberfliche verschoben
werden konnen. Die Einteilung der Oberfldche in dis-
krete Gitterpldatze hat damit seine urspriingliche Be-
deutung verloren, und man kann die Oberfldche des
Adsorbens fortan als eine kontinuierliche Oberfla-
che auffassen. Die Adsorptionsisothermen fiir diesen
Grenzfall, die aus (23) abzuleiten sind, konnen dann
formuliert werden als

ribip; =

e

0.
T (23)

0;

. 1+
1- 9

j=1

~

mit den Abkiirzungen

24

n n
UGJ(kaGk “jk

9) 1101

j= lk 1
exp

- (1-

K;p;i=

, (25)

||[v]=
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wobei die Adsorptionskoeffizienten K; definiert sind
durch (s. (24))

B=rgh. (26)

w;; steht fiir das Verhdltnis der bei der Adsorption
wirksamen MolekiilgroBen zweier verschiedener Kom-
ponenten i und j und ist aus den Adsorptionsdaten der
reinen Substanzen erhiltlich, wenn man die Adsor-
bensoberflache als eine glatte Oberfliche betrachtet.
In diesem Fall gilt die Beziehung

NP
=L = 27)

- Q0 a
ri N n;

S

T

;=
wobei N;®, N* fiir die maximal moglichen Teilchen-
zahlen der Sorten i bzw. j in der kompletten Mono-
schicht und n°,n}° fiir die experimentell ermittelten
Monoschichtkapazitéten der reinen Substanzen i und
j stehen. Wenn die Adsorbensoberflache nicht glatt ist,
dann liefert (27) ein effektiv wirksames Verhéltnis des
Platzbedarfs der verschiedenen Teilchensorten und ist
deshalb trotzdem der Ermittlung von TeilchengroBen
aus Molekiildaten oder Fliissigkeitsdichten vorzuzie-
hen, da auf diese Weise auf die Verwendung eines un-
gesicherten Konzepts fiir die Beriicksichtigung der
Rauhigkeit der Oberfliache, wie der Fraktalen Geome-
trie, verzichtet werden kann.

3. Ermittlung der Geometrie-Parameter
durch Modellrechnungen

Neben den relativen GroBen der adsorbierten Teil-
chen enthidlt die Mehrkomponenten-Adsorptions-
isotherme fiir die Adsorption auf kontinuierlichen
Oberflichen die Parameter £,;, welche von den geo-
metrischen Formen der Teilchen der Sorte i und j
abhidngen und deshalb Geometrie-Parameter genannt
werden sollen. Die Ermittlung konkreter Werte fiir die
Geometrie-Parameter 4;; anhand von Modellrech-
nungen ist dann méglich, wenn der Ubergang von
einer Gitter-Oberfliche zu einer kontinuierlichen
Oberflache zunichst riickgingig gemacht und zum
Ausgangspunkt der Uberlegungen zuriickgekehrt
wird.

Eine Berechnung der Geometrie-Parameter 4;;
nach (12) fiir gegebene Teilchenformen ist ndmlich
deshalb moglich, weil die Reihenfolge, in der die Seg-
mente eines Adteilchens auf dem Gitter plaziert wer-
den, beliebig wihlbar ist, solange nur fiir 4;;(k) ent-
sprechende Werte eingesetzt werden. Man wird also

die Reihenfolge der Plazierung so wihlen, daB die
Bestimmung der 4, ;(k)-Werte méglichst einfach und
iibersichtlich ist. Die Ausfithrung des Grenziibergan-
ges r; —» oo bedeutet schlieBlich die Vollziehung des
Wechsels zu einer kontinuierlichen Oberflache, so dal3
der resultierende Wert fiir 4;; der gesuchte Geometrie-
Parameter ist.

Rechteck — Rechteck (parallel)

Fir den hypothetischen Fall, daB die adsorbierten
Teilchen als parallel angeordnete Rechtecke anzuse-
hen sind, soll der Geometrie-Parameter bestimmt
werden. Wenn den beiden verschiedenen Kanten eines
Rechtecks der Sorte j eine Linge von «; bzw. B; Seg-
menten zuzuordnen ist, so ist die GroBe r; jedes Teil-
chens durch die Beziehung r; = «; ; gegeben.

Aus Griinden der ZweckméBigkeit wird ein Koor-
dinatensystem derart in das Gitter gelegt, da die Kan-
ten a, und a, beider Rechtecke parallel zur Abszisse
zu liegen kommen. Als Reihenfolge fiir die Plazierung
der r, Segmente des zu plazierenden Teilchens wird
festgelegt, daB zuerst die Unterkante durch Aneinan-
derreihen der zugehdrigen a, Segmente aufgebaut wird,
bevor in gleicher Weise alle weiteren f, — 1 Zeilen
sukzessive vervollstindigt werden (s. Abbildung 1).
Fiir die 4,, (k)-Werte fiir das zweite bis r,-te Segment
kommt man damit zu folgender Aussage:

Zu plazierendes Segment Ay, (k)  Haufigkeit
1. Zeile B, o, —1
1. Segment aller anderen Zeilen o, B, —1
Alle anderen 1 (¢, —1)(B,—1)

Molekiil 1 Molekiil 2
1. Zeile: Ak =B, B

oTrTs

a,

1. Segment aller ALk =0
weiteren Zeilen:
Alle anderen Ak =1
Segmente: T

SEEEEEEEES

Abb. 1. Ermittlung der 4,,-Werte fiir parallele Rechtecke.
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Nach Anwendung dieser Aufstellung mit (12) erhélt
man fiir 4,, den Ausdruck
(0, =D B+ (B — Doy + (2 —1)(B; — 1)

y — . (28
A12 r—1 (28)

Definiert man nun fiir jedes Rechteck einen Faktor t;
fiir das Verhéltnis der Langen seiner beiden Kanten,
7; = B;/«;, dann 140t sich diese Bezichung unter Be-
riicksichtigung von (27) so umformen, dall nach dem
Ubergang r, — oo ein konstanter Wert fiir 4, resul-
tiert:

/ 1 11
<\/§+\/§> w21+1—<,/r2w21+ %+\/T:+\/r—l)\/r:+r—
2= 1 2 2 1 S
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seinen o; Segmenten zundchst die beiden duBeren Seg-
mente der folgenden Zeile plaziert werden. Nach der
Vervollstindigung dieser Zeile durch sukzessives Auf-
fillen seiner inneren Segmente wird mit allen weiteren
Zeilen nach dem gleichen Schema verfahren. Wie
Abb. 2 zu entnehmen ist, hdngen die 4, ,-Werte in die-
sem Fall nicht mehr nur noch von dem zu plazieren-
den Segment k ab, sondern dariiber hinaus von der
durch den Winkel § bestimmten Orientierung des ad-
sorbierten Teilchens.

4=

S T
lim /“12=<\/;+\/::) Wy +1.
ry = o 1 2

Gleichung (29) 148t erkennen, daB der Geometrie-
Parameter den konstanten Wert 4;;=3 annimmt,
wenn beide Teilchen der gleichen Sorte i angehdren.
Wenn beide Rechtecke ausschlieBlich durch ihre
GroBe, nicht aber durch ihre geometrische Form zu
unterscheiden sind, dann berechnet sich der korre-
spondierende Geometrie-Parameter nach der Glei-
chung

Ay =2y, +1. (30)

DaB die 4;-Werte in diesen Sonderféllen nicht mehr
vom Verhiéltnis t; von Lange zu Breite der Rechtecke
abhingen, ist durch die vorausgesetzte parallele An-
ordnung der Rechtecke begriindet.

Rechteck — Rechteck (beliebige Anordnung)

Wenn die Rechtecke beliebig auf der Oberflache
angeordnet sein konnen, ist die Ermittlung des Geo-
metrie-Parameters komplizierter, da verschiedene Win-
kel zwischen den Teilchen zu beriicksichtigen sind.
Man legt in das Gitter wieder ein Koordinatensystem
derart, daB die Kante mit der Lange a, des zu plazie-
renden Rechtecks der Sorte 1 parallel zur Abszisse
ausgerichtet ist, wihrend die Orientierung des bereits
vorhandenen Rechtecks der Sorte 2, welche durch den
Winkel § seiner Grundseite mit der Abszisse charakte-
risiert ist, nur vom Zufall abhéngt, indem jeder Winkel
0 mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen kann.
Als Reihenfolge fiir die Plazierung der r, Segmente des
zu plazierenden Teilchens wird diesmal festgelegt, dal3
nach dem sukzessiven Auffiillen der ersten Zeile mit

(29)

Bei der Auffiillung der ersten Zeile des zu plazieren-
den Rechtecks entspricht 4,, (k,d) der Projektion des
adsorbierten Rechtecks auf die Ordinate des Koordi-
natensystems (s. Abbildung 2). Bei der Plazierung der
duBersten Segmente der nédchsten Zeile erfordert die
Bestimmung von 4,, (k, d) eine genauere Analyse der
moglichen Konstellationen, da infolge der schon in-
stallierten Zeilen etliche Konfigurationen ausgeschlos-
sen werden. Abbildung 3 zeigt, daB in jeder Zeile des
adsorbierten Rechtecks 2 nur die dem Rechteck 1 zu-
gewandten iiberhdngenden Segmente einen Beitrag zu
dem Betrag voin 4, (k, d) leisten konnen. Die Anzahl
» der pro Zeile des adsorbierten Rechtecks tiberhin-
genden Segmente ist identisch mit dem negativen
Kehrwert der Steigung der betreffenden Kante. Der
Wert von 4, (k, ) errechnet sich schlieBlich als Pro-
dukt aus » und der Projektion der betreffenden Kante
auf die Ordinate. Bei der Plazierung aller restlichen
Segmente einer Zeile kann dann nur noch ein Eckseg-
ment eines Rechtecks 2 den jeweils benétigten Gitter-
platz blockieren.

Da fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Win-
kel ¢ eine Gleichverteilung angenommen wurde, kann
man jeden 4, , (k)-Wert nun aus den winkelabhidngigen
Betragen 4, (k,0), 0 < < =, durch die Bildung des
Mittelwertes berechnen:

).12(k)=1j'}t,2(k,5)d6. (31)

TTo
Alle 4,,(k)-Werte sowie die zugrunde liegenden
A1, (k,0)-Werte sind in der folgenden Aufstellung zu-
sammengefalt, wobei man fiir die winkelabhédngigen
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o, sin §

B, cos J|

—1

Molekiil 2

10 Segmente

Molekiil 1

5 Segmente

Abb. 3. Beitrag zum 4, (k,d)-Wert bei der Plazierung des
duBersten Segmentes einer Zeile.

Werte die Bereiche 0 <d <n/2 und n/2<d<m zu
unterscheiden hat (s. Tabelle 1).

Durch Anwendung von (12) auf die Werte aus
Tab. 1 ergibt sich nach Vollziehung des Grenziiber-
ganges r; — o folgender Ausdruck fiir den Geome-

trie-Parameter:
(32)

2 1 T, T5
Ayg=— + =4 [=+ /7T Wy +1.
"’ n(\/mz \/; \ﬁ VA

Ein Vergleich mit der Losung, die fiir die geometrische
Wechselwirkung zwischen parallel orientierten Recht-
ecken erhalten wurde, macht deutlich, daB3 die gegen-
seitige Behinderung der Adteilchen groBer sein muB,

Abszisse

Abb. 2. Ermittlung der
Ay2 (k, 6)-Werte fiir beliebig
angeordnete Rechtecke.

wenn die Adteilchen vollig ungeordnet auf der Ober-
fliche liegen. Fiir den Fall, daB alle Teilchen auf der
Oberfliche quadratische Form annehmen, so daB gilt
7, = 1, = 1, erhélt man fiir den Geometrie-Parameter
den festen Wert A;; = 3,546, falls alle Quadrate die
gleiche GroBe haben.

Kreis — Kreis

Da bei den bisher betrachteten Systemen ausschlieB3-
lich Teilchen eckiger Gestalt berticksichtigt wurden,
welche reale Molekiilformen nicht beschreiben kon-
nen, soll in diesem Abschnitt am Beispiel kreisformi-
ger Teilchen gezeigt werden, in wie weit die Approxi-
mation der Teilchenformen durch Rechtecke und
Quadrate den Geometrie-Parameter verfalscht.

Bei der Berechnung der 4,,-Werte geht man am
besten so vor, daB man fiir jeden Kreis der beiden
Sorten 1 und 2 ein eigenes Koordinatensystem mit den
Achsen x,y, bzw. x,, y, derart definiert, daB der Ur-
sprung auf dem jeweiligen Kreismittelpunkt M, bzw.
M, liegt, wie es in Abb. 4 demonstriert ist. Die Reihen-
folge, in der die r, Segmente des Molekiils 1 plaziert
werden, soll nach folgendem Schema festgelegt sein:

I.  Sukzessives Auffiillen der Mittelzeile (parallel zur
Abszisse).

Tabelle 1.
Zu plazierendes Ay (k,0) 41, (k)Haufigkeit
Segment
0<do<m/2 n2<dé<m

N . 2

1. Zeile a,sind + B, cosd a,sind — B, cos —(ay + B) o, —1
n

g 1
dot Fgenden Zelen pasing 2 sin ath) 2
Alle anderen — - 1 (@, —2)(B, —1)
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YA durch die Differenz der in jeder Zeile des Molekiils 2
und des Molekiils 1 iiberhdngenden Segmente gege-
Kreis 2 ben ist, d. h.,
M X=x,—x, fUr x,>x,,
2 % 2 1 " 2 1 (33)
x=0 fir 2, <.
Y2

v

Abb. 4. Festlegung der Koordinatensysteme fiir zwei Kreise.

Molekiil 1 Molekiil 2
zu plazierendes FIO Segmente
Segment . T :
= [ ] |5 Segmente
1 %
11
K,=2
K =1

K=K;,-K=2-1=1

Abb. 5. Geometrische Wechselwirkung zweier geneigter
Rénder.

II. AuBerste Segmente der direkt oberhalb und un-
terhalb angrenzenden Zeilen.

III. Sukzessives Auffiillen der restlichen Segmente der
selben Zeilen.

IV. Weiter mit Schritt IL., bis das letzte Segment pla-
ziert ist.

Fiir die Segmente, die im Schritt I. plaziert werden, ist
A1, (k), wie im vorigen Abschnitt, gleich der Projek-
tion des schon vorhandenen Teilchens 2 auf die Ordi-
nate, und deshalb 4,, (k) = 2R,, wobei R, den Radius
eines Kreises der Sorte 2 bezeichnet.

Fiir diejenigen Segmente, welche im Schritt II. auf
das Gitter gebracht werden, hiangt der 4, (k)-Wert
jedoch nicht nur von der Lage des Kreises 2 ab, son-
dern er variiert auch mit der Zeilennummer y, der
aktuellen Zeile des Kreises 1. Man kann aus diesem
Grund vorerst lediglich einen von y, abhidngigen Wert
A1, (k, y;) ermitteln. Abbildung 5 zeigt, daB die Anzahl
» von Segmenten des schon vorhandenen Teilchens,
welche die Plazierung eines duBersten Segments der
ndchsten Zeile des Molekiils 1 behindern konnen,

Geeignete Beziehungen fiir »; und %, sind aus den
Funktionsgleichungen der betreffenden Kreisaus-
schnitte des zu plazierenden Kreises 1,

(34)
d
x;=+/Ri—yi = ”1=_d_xl=+2
Y1 JRI—-yi

und des adsorbierten Kreises 2,

(35)

N

dy,  /R3—»3
erhéltlich. Der Betrag von 4, (k, y,) ergibt sich dann
aus der Summe der x-Werte aller Zeilen des adsorbier-
ten Kreises. Diese Summe darf in Hinblick auf die
geplante Grenzwertbildung r, — oo aber auch als In-

tegral formuliert werden:
R>

212k, yy) = g %(y1,y,)dy,.

(36)

Unter Berticksichtigung von (33) bis (35) ergibt sich
die Beziehung

(37)
R
) 2 Y2 Y1
A (k’y )= ( e )dy s
B (j> JRE—y? JRI—y) °
welche auf die Gleichung
Ry (R, —yy)
Aralloy) = Vs — e (38)
1 — ¥

fihrt. Bei den in Schritt III. plazierten Segmenten
kann immer nur genau ein Randsegment des adsor-
bierten Teilchens den jeweils benoétigten Gitterplatz
blockieren, indem namlich die zu installierende Zeile
des Kreises 1 eine Tangente des Kreises 2 bildet. Da-
mit kommt man zur Aufstellung der bendtigten
/1, (k)-Werte (siehe Tabelle 2).

Tabelle 2.
Zu plazierendes Az (k) Héufigkeit
Segment
Mittelzeile (I) 2R, 2R, -1
AuBerste Segmente \/_ Ri(Ry =)
der Zeile 11 Oy =
¥ &) JRi—y?
Alle anderen (III) 1 ri,—6R, +12
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Bei der Anwendung von (12) auf diese 4, (k)-Werte
hat man aber im Falle der im Schritt II. plazierten
Segmente als Folge der y,-Abhéngigkeit von 4, (k)
die Summe iiber alle Zeilen y, auszurechnen. Wenn
man diese Summe in Anbetracht der hohen r,-Werte
als Integral formuliert, dann erhalt man den Ausdruck

i 1
A2 = —<4 W3y <R1 (Ry—1) (39)
r,—1

Rt R, (R, —
+ P RRY) g Yo, R, +12).
2 2
L Ri—y1

Nach der Ausrechnung des Integrals und Vollziehung
des Grenziiberganges r; — oo erhélt man fiir 4,, einen
nach der komplexen Herleitung iiberraschend einfa-
chen Ausdruck:

Ay =20y +1. (40)

Ein identischer Ausdruck war zuvor auch fiir die geo-
metrische Wechselwirkung zwischen parallel orien-
tierten Rechtecken mit gleichem Kantenverhiltnis
bzw. zwischen parallelen Quadraten gefunden wor-
den.

Verallgemeinerungen

Die in den vorangegangenen Abschnitten erzielten
Ergebnisse haben gezeigt, daB offenbar jeder 4, -Wert
aus zwei Anteilen zusammengesetzt ist. Ein absoluter
Anteil, der zugleich einen Minimalwert darstellt, re-
sultiert aus der Plazierung aller im Inneren des betref-
fenden Teilchens liegenden Segmente und hat den
Wert 4;; .5 = 1. Der andere Anteil wird durch das
Produkt aus der Wurzel des GroBenverhiltnisses ;;
der beteiligten Molekiile und einem ausschlieBlich fiir
die geometrische Form der Teilchen charakteristi-
schen Wert 4;; .., gebildet. Letzterer ist das Resultat
der Wechselwirkungen zwischen den Randsegmenten
beider Teilchen und hat wegen der Ausdehnung der
adsorbierten Teilchen in zwei Dimensionen den Mini-
malwert 4; > 2. Fir 4;; kann man daher auch

Jj.geo =
schreiben

Aij = Aijgeo/ @ji + 1.
Wenn ein 4, -Wert fiir die geometrische Wechselwir-
kung zwischen Teilchen gleicher GroBe bekannt ist
(w;j=1), dann kann (41) zur Berechnung der ;-

Werte fur Teilchen gleicher geometrischer Formen
aber unterschiedlicher MolekiilgroBen benutzt wer-

(41)

den, indem man 4;; .., nach der Gleichung

Al‘j.geo = 4ij —1

(42)

ermittelt und in (41) einsetzt.

4. Bestimmung der Geometrie-Parameter
durch Monte-Carlo-Simulation

Wihrend man durch die Modellrechnungen nicht
nur zu einem tieferen Verstdndnis der gegenseitigen
geometrischen Behinderung adsorbierter Teilchen auf
einer kontinuierlichen Fliche gelangt ist, sondern zu-
gleich konkrete Werte der Geometrie-Parameter fiir
einfache Teilchenformen im Rahmen der Modellvor-
stellungen erhalten wurden, konnen Computerexperi-
mente dabei helfen, die auf diese Weise ermittelten
/4;-Werte zu iiberpriifen und dariiber hinaus 4, -Werte
fiir noch andere geometrische Teilchenformen zu be-
stimmen.

Ein quadratischer Ausschnitt der Oberfliche mit
der GroBe 1 x 1 (willkiirliche Einheiten) wird gewéhlt,
wobei die Riander die periodische Randbedingung er-
fillen. Die Teilchen werden auf der Oberflache durch
zweidimensionale geometrische Figuren représentiert,
deren Lage durch je eine x-Koordinate, eine y-Koordi-
nate und gegebenenfalls durch einen Drehwinkel ¢
(vgl. Abb. 2) eindeutig definiert sind.

Die Aufgabe der Simulation besteht nun darin, zu-
fillige Konfigurationen mit der gewiinschten Anzahl
von N; Teilchen der Sorte j und der GréBe o; zu erstel-
len. Da keine energetischen Wechselwirkungen zwi-
schen den Adteilchen zu beriicksichtigen sind, haben
alle Konfigurationen den gleichen Energiegehalt, so
daB eine vereinfachte Monte-Carlo-Simulation ver-
wendet werden kann. Zur Durchfithrung einer Simu-
lation wird die Oberfliche zundchst mit den N; Teil-
chen vorbelegt. AnschlieBend wird die aktuelle
Konfiguration im Wechsel so lange durch eine vorge-
gebene Anzahl von Platzwechseln gedndert und ana-
lysiert, bis ein Gleichgewichtszustand iiber einen lan-
geren Zeitraum gehalten wird.

Die Art und Weise, wie die Startkonfiguration er-
zeugt wird, spielt fiir die Lage des Gleichgewichtes
keine Rolle. Es hat sich aber herausgestellt, daB die
Dauer bis zur Gleichgewichtseinstellung dann am
kiirzesten ist, wenn bei der Vorbelegung jeweils eine
Gruppe von Teilchen sukzessive, also irreversibel auf
die Oberfliache gebracht wird, vor der Plazierung der
niachsten Gruppe von Teilchen jedoch das System
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durch eine addquate Anzahl von Platzwechseln wie-
der nahe an das Gleichgewicht gebracht wird. Auf
diese Weise entfernt sich das System nie zu weit von
seinem Gleichgewichtszustand und erméglicht dadurch
die Vorbelegung mit einem hoheren Beladungsgrad,
als es bei einer ausschlieBlich durch irreversible Ad-
sorption erzeugten Vorbelegung moglich wére (s. z. B.
[9, 10]).

Die Analysen der Konfigurationen sollen nicht nur
AufschluB3 dariiber geben, ob das System um einen
Gleichgewichtszustand fluktuiert, sondern Ziel ist es,
Werte fiir die Geometrie-Parameter 4;; zu gewinnen.
Zu diesem Zweck ermittelt man durch eine ausrei-
chende Anzahl an Stichproben die Wahrscheinlichkeit
w;(N;), daB ein zusitzlich zu den N; Teilchen der Sorte
j auf die Oberflache gebrachtes Teilchen der Sorte i
mit keinem der vorhandenen Teilchen iiberlappt.
Wenn alle bereits adsorbierten Teilchen derselben
Sorte j angehdren, dann ist diese Wahrscheinlichkeit
nach dem Modell der kontinuierlichen Oberflache ge-
geben durch die Beziehung

vi(Nijj)
W.'(N,-)=T (43)
=N——erj 7 N—r;N—k+1 .
N k=2N—(rj—/l,.j)Nj—k+1
Fihrt man schon hier die Abkiirzung
r.N,
9j=#=aij (44)

ein und approximiert den Produktterm durch eine
Potenz, dann erhélt man den Ausdruck

1-6; G
w;(0)=(1-96) —‘_;—‘ .
1-6,+—6;
rj

(45)

Der Ubergang zu einer kontinuierlichen Oberfliche
kann nun durch Vollziehung des Grenziiberganges
r; — oo erfolgen und fithrt, wenn die Teilchen der Sor-
ten i und j den gleichen Platzbedarf haben, zu der
Beziehung

1—-0,; 1-0;
Ayi= ’1n< ’>,
. 0; w;(6))

die die Berechnung eines 4,;-Wertes aus der Wahr-
scheinlichkeit w;(6;) gestattet. Diese Gleichung stellt
somit eine Verbindung zwischen dem Modell der kon-
tinuierlichen Oberfliche und dem Computerexperi-

(46)
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ment her und bildet deshalb die Basis fiir die Ermitt-
lung von 4, -Werten aus Simulationsergebnissen.

Abbildung 6 zeigt die Fluktuationen der durch
Stichproben ermittelten Werte der Wahrscheinlichkeit
w;(0;) um ihre Gleichgewichtswerte fiir verschiedene
Bedeckungsgrade 6; am Beispiel kreisformiger Teil-
chen. In Abb. 7 sind die aus den Mittelwerten der
w;-Werte nach (46) berechneten A,,-Werte fiir kreisfor-
mige und parallel bzw. beliebig angeordnete quadra-
tische Figuren in Abhangigkeit vom Beladungsgrad 6;
aufgetragen. Es wird deutlich, daB die aus den Simula-
tionsergebnissen gewonnenen Werte fiir den Geome-
trie-Parameter bei kleinen Beladungsgraden im Rah-
men der statistischen Schwankungen mit den aus den
Modellrechnungen erhaltenen Werten von 4;;=3
bzw. ;; = 3,546 ibereinstimmen. Bei hoheren Bela-
dungsgraden bis 6, ~ 0,5 steigen die Simulationswerte
aber um 20 bis 50% an. Bedeckungsgrade oberhalb
von 50% sind schwer zu simulieren, da das System
infolge der Fluktuationen immer irgendwann in eine
Situation gerit, in der praktisch keine Teilchen mehr
plaziert werden konnen, so daf3 die Konfiguration in
diesem Zustand eingefroren wird. Eine VergroBerung
des Systems konnte hier noch Abhilfe schaffen, doch
steigen die Rechenzeiten dann schnell in inpraktikable
Dimensionen.

Diese drei durch Simulation getesteten Fille ma-
chen deutlich, daB die berechneten Werte fiir die Geo-
metrie-Parameter im Rahmen des Modells zwar kor-
rekt sind, daB3 aber die verwendeten Naherungen bei
der statistischen Beschreibung der Monoschicht nur
bei kleinen Beladungsgraden keinen merklichen Ein-
fluB auf das Ergebnis haben. Bei hoheren Beladungs-
graden zeigt der Anstieg der /,-Werte, dal3 die Wahr-
scheinlichkeit w;(6;) durch das CS-Modell etwas zu
hoch eingeschitzt wird. Bei der Anwendung des Mo-
dells auf reale Systeme ist aber festzustellen, daB die
Beladungsgrade in den meisten Fillen ohnehin keine
groBeren Werte als 6, ~ 0,3 erreichen, so daB3 die be-
rechneten Werte fiir die Geometrie-Parameter in guter
Niherung verwendet werden konnen.

5. Anwendung des CS-Modells

Die Anwendung des Continuous-Surface-Modells
(CS-Modell) zur Beschreibung experimenteller Ad-
sorptionsdaten reiner Komponenten und zur Vor-
ausberechnung von Mehrkomponenten-Adsorptions-
gleichgewichten bereitet keine grundsatzlichen Pro-
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bleme. Durch nichtlineare Regression wird die Iso-
thermengleichung nach dem CS-Model in der Form

4::0;
exp -0,

mit den Parametern K; und n° an die Adsorptionsda-
ten der reinen Komponente i angepaBt, wobei der

0

(47)

i

Geometrie-Parameter /;; beispielsweise aus Molekiil-
daten in Verbindung mit den Modellrechnungen vor-
her abzuschitzen ist. Zur Vorausberechnung der Ko-
adsorptionsisotherme eines Adsorptionssystems mit
den beiden Komponenten 1 und 2 auf der Grundlage
der Adsorptionsdaten der reinen Substanzen sind zu-
satzlich die Geometrie-Parameter 4,, und 4,, nach
den beschriebenen Methoden zu berechnen. Da auch
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die effektiven GroBenverhdltnisse w,, bzw. w,, der
beteiligten Molekiilsorten aus den experimentell er-
mittelten Monoschichtkapazititen gewonnen werden
konnen (s. (27)), sind samtliche Parameter, die fiir die
Anwendung der Mehrkomponenten-Adsorptionsiso-
thermen nach dem CS-Modell bendtigt werden, ver-
fiigbar. Die Berechnung der Koadsorptionsisotherme
erfolgt schlieBlich durch simultane Losung der beiden
Koadsorptionsisothermen fiir die Komponenten i = 1
und i = 2 nach einem iterativen Verfahren.

Bei der Vorausberechnung der Koadsorption unter-
schiedlich groBer Molekiile verschiedener Gase, wie
Freone, Kohlenwasserstoffe und anorganischer Gase,
auf Aktivkohle und pordsem Siliciumdioxid waren
durch die Anwendung des CS-Modells dann befriedi-
gende Ubereinstimmung mit experimentellen Koad-
sorptionsdaten und eine Verbesserung gegentiber iibli-
cherweise verwendeten Modellen zu erzielen, wenn
sich die Systeme nicht durch besonders ausgeprigte
Nichtidealitdt auszeichneten [8, 11].

Zusammenfassung

Die Entwicklung zuverldssiger Methoden fiir die
Vorausberechnung von Mehrkomponenten-Adsorp-
tionsisothermen auf der Basis experimentell bestimm-
ter Adsorptionsisothermen der reinen Adsorptiva er-
fordert ein umfassendes Verstdndnis aller moglichen
EinfluBgroBen. Bei der mathematischen Modellierung
von Koadsorptionsprozessen, an denen Teilchen un-
terschiedlicher MolekiilgroBen beteiligt sind, wird
deutlich, daB die klassischen Konzepte, wie das Lang-
muir-Modell, in diesem Fall nicht anwendbar sind.
Mit Hilfe der statistischen Thermodynamik wurde das
CS-Modell fiir die Koadsorption unterschiedlich
groBer Teilchen auf einer kontinuierlichen Oberflache
entwickelt. Der unterschiedlichen geometrischen Form
der Adteilchen wird in diesem Modell durch die Ein-
fuhrung von Geometrie-Parametern Rechnung getra-

[1] E. C. Markham and A. F. Benton, J. Amer. Chem. Soc.
53, 497 (1931).

[2] S. Scholl, M. Schachtl, W. Sievers, and A. Mersmann,
Chem. Eng. Technol. 14, 311 (1991).

[3] D. Avnir, D. Farin, and P. Pfeifer, J. Chem. Phys. 79,
3566 (1983).

[4] Fg(;xgttsleben and D. Hesse, Hung. J. Ind. Chem. 20, 121
(1992).

[5] C. Meyer and D. Hesse, Chem.-Ing.-Tech. 65, 1478
1993).

[6] T. L. Hill, Statistical Mechanics, McGraw-Hill Book
Comp., New York (1956).

EinfluB der MolekiilgroBe auf Adsorptionsisothermen

gen. Da Modellrechnungen und Monte-Carlo-Simu-
lationen die Bestimmung der Geometrie-Parameter
aus Molekiildaten erméoglichen, ist das CS-Modell zur
Vorausberechnung von Mehrkomponenten-Adsorp-
tionsisothermen geeignet. Die Ubereinstimmung mit
experimentellen Koadsorptionsdaten ist mit Aus-
nahme stark nichtidealer Systeme befriedigend.

Verzeichnis der wichtigsten Symbole

€ Adsorptionsenergie eines Teilchens  J
0 Bedeckungsgrad
4i;  Geometrie-Parameter
u?  chemisches Standardpotential J/mol
u chemisches Potential J/mol
o Platzbedarf eines Adteilchens A?
T Verhdltnis von Liange zu Breite eines
Teilchens
w;;  Verhdltnis des Platzbedarfs der
Adteilchen
F Helmholtz-Energie J/mol
k Boltzmann-Konstante J/K
K Adsorptionskonstante 1/mbar
m Summe aller adsorbierten Teilchen
N Anzahl der Adsorptionsplatze
N, Anzahl freier Gitterplitze
N;  Teilchenzahl
n®  Monoschichtkapazitit mol/kg
P Druck mbar
r; durch ein Adteilchen der Sorte i

besetzte Gitterplétze

Temperatur K
Koordinationszahl des Gitters
molekulare Zustandssumme eines
isolierten Admolekiils i

A kanonische Zustandssumme

Zy  Konfigurationszustandssumme

NN

[7] C. Meyer and D. Hesse, Chem. Eng. Technol. 17, 119
(1994).

[8] C. Meyer, EinfluB von MolekiilgroBen auf Koadsorp-
tionsprozesse aus der Gasphase: Messung — Model-
lierung — Simulation (Dissertation/Hannover 1994),
Fortschritt-Berichte VDI, Reihe 3, VDI-Verlag,
Diisseldorf 1994.

[9] P. Schaaf and J. Talbot, Phys. Rev. Lett. 62, 175 (1989).

[10] P. C. Hemmer, J. Statist. Phys. 57, 865 (1989).
[11] Fischer, J., Diplomarbeit, Hannover 1994.



